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Resum

Lacan se apoya en las demostraciones que Kurt Godel realiz6 en sus teoremas de incompletitud e inconsistencia,
para sefialar la necesidad l6gica de la funcién de la castracién. En este trabajo tratamos de dar cuenta, con un
breve recorrido por la historia de las matematicas, de aquello que llevo a Gddel a escribir el trabajo que en 1931
tird por los suelos los intentos de David Hilbert de demostrar la consistencia absoluta de las matematicas.
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En 1931 Kurt Godel publicé su texto Sobre las proposiciones formalmente indecibles de los
Principia mathematica y sistemas afines. A partir de la aritmetizacién, es decir, de la
codificacion en numeros de los axiomas de la obra magna de Russell y Whitehead, fue capaz
de demostrar en €l lo que vino a llamarse el teorema de la incompletitud y el de la
inconsistencia. Gracias a esa aritmetizacion, pudo prescindir de los valores verdadero y falso
por no tener que referirse mas que a la posibilidad de derivar o no una proposicion de sus
propios axiomas.

En aras de la comprension diremos que un sistema es completo si todas las proposiciones
verdaderas que pueden expresarse en €l son formalmente deducibles de los axiomas, es decir,
si no hay una proposicion verdadera que no pueda ser derivada de ellos. Un
sistema es consistente si del conjunto de sus axiomas no puede derivarse una proposicion y su
contraria, es decir, si no puede derivarse una proposicion falsa, o lo que es lo mismo, una
contradiccion.

Lo que demostr6 Godel es que, si un sistema es consistente, es incompleto. Lo hizo
construyendo en términos aritméticos una proposicion que dice de si misma que no es
demostrable; esta proposicion, a la que llamaremos G, dice: Esta proposicibn no es
demostrable. G, por lo tanto, sera demostrable solamente si lo contrario de G, Esta proposicion
es demostrable, también lo es. Si ambas son formalmente demostrables, constituirian una
contradiccion y el sistema se demostraria inconsistente. Si el célculo es consistente, ni G ni su
contrario seran formalmente derivables de sus axiomas, por lo que G seré indecidible y, por lo
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tanto, la aritmética incompleta.

La aritmética, por lo tanto, es consistente siempre y cuando exista por lo menos una formula
gue no sea demostrable. A partir de esta misma construccion, Godel demostrara el teorema de
inconsistencia que afirma que, si la aritmética es consistente, su consistencia no puede ser
probada por ningun razonamiento mateméatico susceptible de ser representado dentro de su
propio formalismo, es decir, que introduce dentro de todo discurso axiomatizable lo que Lacan
llamara un “hiato irreductible”. No obstante, el teorema de Gdodel no excluye la posibilidad de
gue la aritmética pueda ser consistente, sino de que lo haga desde sus mismos postulados, por
lo que para hacerlo, deberia recurrir a otro discurso”.

El trabajo de Gddel no era sino una respuesta a la tarea que David Hilbert emprendié en 1900
para establecer la certidumbre de los métodos mateméaticos a partir de una demostracion
absoluta de su consistencia. Pero ¢a que venia esta preocupacion por la consistencia y
completitud de las matematicas? ¢Era esta una cuestion que habia preocupado a la
mateméatica desde siempre?

La respuesta es negativa. Durante dos mil afios, la consistencia de la geometria euclidiana y su
aritmética era dada por supuesta como correlativa al orden escrito en la naturaleza, o como
diria Galileo, al plan matematico de Dios.

Esta concepcion perdié su validez a partir del trabajo de Gauss, Bolyai, Lobachevsky y
Riemann, que demostraron que podian construirse nuevos sistemas de geometria utilizando
cierto numero de axiomas distintos de los adoptados por Euclides e incompatibles con ellos. Si,
por ejemplo, el primer axioma de Euclides afirma que entre dos puntos solo puede trazarse una
linea recta, estos autores demostraron que pueden trazarse infinitas rectas si el espacio
planteado no es plano sino una esfera”.

Estas nuevas geometrias demostraron que la geometria euclidiana no era necesariamente la
geometria del mundo fisico, y abrieron la posibilidad de que ésta produjera contradicciones que
anteriormente parecian inconcebibles. La creencia de que los axiomas de la geometria y los de
cualquier disciplina pueden ser establecidos como tales por su propia autoevidencia, caia por
su propio peso. Por si fuera poco, la aritmética clasica tuvo que aceptar que sus fundamentos
fueran cuestionados por las contradicciones l6gicas que la teoria de conjuntos y los nUmeros
transfinitos de Georg Cantor revelaron en su seno.

Estos descubrimientos hicieron que se revisaran los fundamentos sobre los que las
matematicas se habian asentado, demostrandose imprecisos e inconsistentes. La antigua
concepcion de la matematica como ciencia del espacio y la cantidad, se revelaba equivoca y
engafosa. La creciente abstraccion de las matematicas planteaba un problema que no estaba
presente cuando éstas versaban sobre una especie concreta y conocida de objetos, por lo que
se emprendi6é la tarea de demostrar que las conclusiones que se obtenian con ella eran
realmente consecuencias logicas necesarias de las hipotesis iniciales.

Se daba el caso, por ejemplo, de que alguna de las geometrias no euclidianas, pese a no ser
verdaderas respecto al espacio ordinario, no eran contradictorias. ¢ Cémo podia probarse su
consistencia? Para ello se tradujeron las expresiones de un sistema en el de otro que se
consideraba consistente, y de ese modo se pudo demostrar la consistencia de las geometrias
no euclidianas sobre el modelo de los postulados de Euclides. Pero ¢sobre qué modelo se
demostraba la geometria euclidiana? Sobre el modelo del espacio ordinario. Ello era
insostenible lI6gicamente, pues es imposible probar que hechos adn no observables pudieran
llegar a contradecir los postulados establecidos. Este método suponia una prueba de
consistencia relativa, es decir, que desplazaba el problema de la consistencia de un sistema al
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de otro mas asentado. Quedaba por demostrar si son consistentes por si mismos los
postulados euclidianos y de las matematicas en general.

Varios matematicos trataron de resolver el problema de la consistencia desde distintos
paradigmas, entre ellos Frege, Russell y Whitehead, que intentaron probar sin éxito que todas
las matematicas eran derivables de la l6gica y, por lo tanto, consistentes.

Por su lado, David Hilbert fue capaz de demostrar la consistencia de los axiomas euclidianos
formalizandolos como verdades algebraicas, por lo que, para conseguir la prueba de
consistencia absoluta que anhelaba, debia probar que la aritmética era consistente por si
misma, es decir que, a partir de sus postulados, nunca seria posible llegar a afirmar una
proposicion falsa. El problema es que los axiomas son interpretados por modelos compuestos
de un nimero infinito de elementos y esto hace imposible encerrar los modelos en un niamero
finito de observaciones sobre las que se pueda aseverar que nunca se producird uno
contradictorio. Para resolverlo, Hilbert planteé un método de demostracion que se basaba en lo
gue llamé metamatematica, es decir, un metalenguaje algebraico que pretendia ser un modelo
con un numero limitado, simple y obvio de elementos l6gicos que permitiera una inspeccion
directa y exhaustiva de todos los postulados de un sistema, volviéndolos para ello finitos.
Pretendia demostrar con €l que se podian probar o refutar todos los enunciados significativos
derivados de los axiomas de un sistema, a la vez que no dejar lugar para proposiciones
indemostrables, es decir, demostrar la consistencia y la completitud de cualquier sistema
formal.

Los resultados provistos por Godel destruyeron la pretension de Hilbert, asi como el proyecto
de una axiomatizacion completa de cualquier disciplina cientifica. La incompletitud y la
inconsistencia dejaron de constituir un signo de la impotencia de quienes trataban de
erradicarlas, para convertirse en un imposible légico. Pasaban de ser un accidente, a constituir
una necesidad légica.

Notes
1. Lacan, Jacques. El seminario, libro 19, ...o peor. Paidds, Buenos Aires, 2016, p. 39.
2. Ibid., “Todo discurso toma su sentido a partir de otro discurso”.

3. Para poner un ejemplo practico, podriamos decir que esta geometria se utiliza actualmente para los sistemas
GPS debido a las condiciones espaciales del globo terrestre.
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